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ABSTRAK
Tugas Akhir ini membahas tentang pelabelan super sisi ajaib pada suatu graf (V, E) dengan order
q dan ukuran p adalah fungsi bijektif f dari V EÈ kehimpunan {1, 2,3,..., }p q+ disebut
pelabelan total super sisi ajaib, sehingga untuk masing-masing sisi berlaku
( ) ( , ) ( )f x f x y f y k+ + = dengan k adalah konstanta. Pelabelan yang memetakan V ke
himpunan {1,2,..., }p adalah pelabelan super sisi ajaib, graf yang dapat dikenakan pelabelan
disebut pelabelan super sisi ajaib. Berdasarkan perhitungan pada tugas akhir ini terlihat bahwa
hasil yang diperoleh pada  graf ulat model ”H” dengan n titik yang mana n adalah bilangan asli
genap dan ganjil adalah graf super sisi ajaib.
Katakunci: graf ulat, pelabelan super sisi ajaib.
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Secara umum graf direpresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan
bagian bilangan asli. Pelabelan graf pertama kali dikenalkan oleh Sadlàčk (1964),
dilanjutkan oleh Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pemanfaatan pelabelan
ini sangat besar peranannya dalam aplikasi kehidupan sehari-hari, terutama pada
sektor transportasi, geografis, penyimpanan data komputer atau database dan
desain jaringan komunikasi.
Beberapa jenis pelabelan, diantaranya adalah pelabelan titik (vertec
labeling), pelabelan sisi (edge labeling), pelabelan total (total labeling), dan
pelabelan ajaib (magic labeling). Pelabelan ajaib terdapat dua jenis, yaitu
pelabelan total sisi ajaib (edge magic total labeling) dan pelabelan super sisi ajaib
(super edge magic labeling). Jika domainnya adalah titik maka pelabelan disebut
pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut
pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainnya titik dan sisi, maka disebut
pelabelan total (total labeling).
Penelitian mengenai pelabelan total sisi ajaib dan pelabelan super sisi ajaib
telah banyak dilakukan pada beberapa jenis graf seperti graf sikel, graf lintasan,
adalah pelabelan total sisi ajaib yang mempunyai sisi genap maupun sisi ganjil.
Ada beberapa macam graf  yang  telah ditemukan oleh ilmuwan baik itu
pelabelan total sisi ajaib maupun pelabelan super sisi ajaib, salah satunya adalah
pelabelan super sisi pada graf ulat.
Menurut K.A. Sugeng (2005), graf ulat adalah graf yang jika semua titik
berderajat satu dibuang akan menghasilkan lintasan.
Gambar 1.1 Contoh Graf Ulat
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Berdasarkan jurnal Abdussakir (2009), telah diuraikan tentang pelabelan
super sisi ajaib pada beberapa bentuk graf ulat yang berderajat {1,4}. Kemudian
pada skripsi Andi Irawan,(2007), telah diuraikan tentang graf ulat model
“ “ dengan panjang n titik. Oleh karena itu penulis tertarik meneliti tentang
model lain yaitu “Pelabelan Super Sisi Ajaib pada Graf Ulat Model “H”
dengan n Titik.
1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada tugas akhir ini adalah bagaimana melakukan
pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat model “H”.
1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah pada tugas akhir ini adalah sebagai berikut:
1. Graf ulat model “H” dengan n titik adalah bilangan asli genap.
2. Graf ulat model “H” dengan n titik adalah bilangan asli ganjil.
1.4 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah tujuan penelitian pada tugas akhir ini
adalah mendapatkan label pada  graf ulat model “H” dengan n titik.
1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat penelitian proposal tugas akhir ini sebagai berikut:
1. Secara umum, dapat menambah ilmu pengetahuan tentang teori graf.
2. Dapat memberikan penjelasan dan pemahaman tentang materi pada skripsi
yang akan dibahas.
3. Diharapkan dapat menambah wawasan tentang pelabelan super sisi ajaib.
1.6 Sistematika Penulisan




Bab ini berisi tentang latar belakang, perumusan masalah, batasan
masalah, tujuan dan manfaat penelitian.
BAB II Landasan Teori
Bab ini berisi tentang teori-teori dasar mengenai penelitian yang
digunakan dalam skripsi ini.
BAB III Metode Penelitian
Bab ini berisi tentang metodologi penelitian yang digunakan dalam
skripsi ini.
BAB IV Pembahasan
Bab ini berisi tentang pembahasan mengenai pelabelan super sisi
ajaib pada graf ulat model ”H” dengan n titik.
BAB V Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dan saran
BAB II
LANDASAN TEORI
Bab ini menyajikan  beberapa materi pendukung yang akan digunakan
sebagai landasan teori dalam membahas tugas akhir yang berjudul ’’Pelabelan
Super Sisi Ajaib pada Graf Ulat Model “H” dengan n Titik”.
2.1 Graf
Definisi 2.1 (Siang, 2006) Suatu graf yang terdiri dari dua himpunan yang
berhingga, yaitu himpunan titik-titik tidak kosong (simbol ( )V G ) dan himpunan
garis-garis (simbol ( )E G ).
Berdasarkan definisi graf, jelas bahwa suatu graf memungkinkan tidak
mempunyai sisi, tetapi minimal ada satu titik.
Berikut ini akan ditunjukan graf  yang memuat himpunan titik V dan




Berdasarkan Gambar 2.1 memperlihatkan graf  dengan himpunan titik V dan
himpunan sisi E yaitu:
V = {a,b,c,d,e}
E = {(a,b),(a,c),(a,d),(b,d),(b,c),(d,e)}
Bentuk di atas menunjukkan bahwa titik pada graf tersebut mempunyai   5 titik
(V=5) dan mempunyai 6 sisi (E=5).
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2.2 Jenis-jenis Graf
Graf dapat dikelompokan menjadi beberapa kategori (jenis) bergantung
pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan graf dapat dipandang
berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau gelang pada suatu graf, maka secara
umum graf dapat digolongkan menjadi dua jenis:
1. Graf Sederhana (simple graph) adalah graf yang tidak mengandung gelang
atau loop maupun sisi ganda dinamakan graf sederhana.
2. Graf tidak sederhana (unsimple graph) adalah graf yang mengandung sisi
ganda dan gelang dinamakan graf tidak sederhana.
Berdasarkan definisi graf sederhana tidak boleh mempunyai sisi ganda dan loop.
Sisi ganda adalah graf yang diwakili oleh dua pasangan sisi yang sebenarnya
sama. Loop adalah sisi yang berpasangan yang unsurnya sama, disebut graf
sederhana. Sedangkan graf yang mempunyai sisi ganda dan loop disebut graf tak
sederhana.
2.3 Derajat (Degree)
Definisi 2.2 (Siang,2006) Misalkan v adalah titik dalam suatu graf G . Derajat
titik v yang dinotasikan (simbol d(v)) adalah jumlah garis yang berhubungan
langsung dengan titik v dan garis suatu loop dihitung dua kali.
Contoh 2.1:





Gambar 2.2 Graf Sederhana
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Jawab:
Berdasarkan Gambar 2.2 graf sederhana mempunyai himpunan titik V {a,b,c,d,}
dan himpunan sisinya 1 2 3 4 5{ , , }, ,E e e e e e . Maka diperoleh derajatnya
d(b)= 2 karena garis yang berhubungan dengan b adalah 1e dan 2e
d(d)=2 karena garis yang berhubungan dengan d adalah 4e dan 5e
d(a)=3 karena garis yang berhubungan dengan a adalah 2e , 3e dan 4e
d(c)=3 karena garis yang berhubungan dengan c adalah 1e , 3e dan 5e
Menurut Chartrand dan Lesniak (1996)  titik a dan c adalah titik yang berderajat
ganjil dan titik b dan d adalah titik yang berderajat genap. Jika terdapat dalam
sebuah graf yang berderajat satu maka graf tersebut mempunyai titik ujung.









Teorema 2.1 (Chartrand and Lesniak,1996) Banyaknya titik yang berderajat
ganjil selalu genap.
Bukti:
Misalkan sebuah graf G, 1V dan 2V , dimana 1V adalah titik yang berderajat
genap dan adalah titik yang berderajat ganjil.
1 2G V V
( ) ( ) ( ) 2
v v v
d v d v d v m
Î Î Î
= + =å å å
Karena 1V adalah himpunan titik yang  genap maka  ( )d v bernilai genap, dan 2V
himpunan titik yang ( )d v ganjil haruslah bernilai genap, karena 2m genap maka
1 2V V
( ) ( ) 2
v v




Jika semua titik 2V ganjil maka  ( )d v adalah ganjil, maka terbukti bahwa titik
ganjil di graf G adalah genap.
2.4 Lintasan (path)
Definisi 2.3 (Munir, 2005) Lintasan yang panjangnya n dari titik awal 0V ketitik
tujuan nV di suatu graf G yang berselang-seling titik dan sisi-sisi yang berbentuk
1 1 2 2: , , , , , ., ,o n nG u v e v e v v e v= ¼ = sedemikian sehingga
1 1 2 1 2 2 1,( , ), ( , ), , ( , )o n o n ne v v e v v e v v v v-= = ¼ = = adalah sisi di graf G.
Lintasan yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut lintasan
tertutup (closed path), sedangkan lintasan yang  berawal dan tidak berakhir pada
titik yang sama disebut lintasan terbuka (open path). Titik yang dilalui di dalam
lintasan yang berulang dikatakan lintasan sederhana (simple path), sedangkan jika
titik yang dilalui hanya satu kali disebut bukan lintasan sederhana.
Berdasarkan Chartrand dan leniak (1996) jika 0 nv v¹ disebut lintasan
terbuka, sedangkan o nv v= disebut jalan tertutup .
Contoh 2.2:
Perlihatkan lintasan pada Gambar 2.2
Jawab:
Lintasan a,b,c,d, adalah lintasan terbuka.
Lintasan a,b,d,c,a, adalah lintasan tertutup .
Lintasan a,b,d,c,b, bukan lintasan sederhana tetapi lintasan terbuka.
2.5 Graf Terhubung ( connected graph)
Dua buah titik dalam graf u dan v, saling terhubung jika terdapat lintasan u
ke v dikatakan graf terhubung. Jika graf dikatakan terhubung pasti titik u dapat
dicapai ke titik v.
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Definisi 2.4 (Siang, 2006) Graf tak berarah disebut graf terhubung jika untuk
setiap pasang titik u dan v didalam himpunan V terdapat lintasan dari u ke v
(berarti ada lintasan dari u ke v). Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung
(disconnected graph).





d 8                               7
Gambar 2.3 Graf Terhubung ( ) dan Tidak Terhubung ( )
Graf yang hanya terdiri dari satu titik saja (tidak ada sisi) tetap dikatakan
terhubung, karena titiknya terhubung dengan dirinya sendiri.
2.6 Graf Ulat
Definisi 2.5 (K.A. Sugeng, 2005) Graf ulat adalah graf yang jika semua titik
berderajat satu dibuang akan menghasilkan lintasan.
Menurut Abdussakir (2009), graf ulat (caterpillar) adalah jika semua titik
ujungnya dibuang akan menghasilkan lintasan. Titik yang boleh dihapus adalah
titik yang berderajat satu. Berikut ini beberapa bentuk  graf ulat.
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(a) Graf ulat tanpa ekor                               (b) Graf ulat tanpa ekor & kepala
(c)  Graf ulat model ┴                                                  (d) Graf ulat model
Gambar 2.4 Macam-macam Bentuk Graf Ulat
2.7 Fungsi
Definisi 2.6 (Munir, 2005) Misalkan A dan B adalah himpunan. Relasi  dari ke
merupakan suatu fungsi jika setiap element di dalam dihubungkan dengan
tepat satu elemen di dalam . Jika adalah fungsi dari ke kita menuliskan∶ → yang artinya memetakan ke .
Secara umum fungsi dapat dibagi menjadi tiga bagian yaitu:
a. Fungsi  satu-satu (injektif)
Fungsi dikatakan satu-satu (injektif) jika tidak ada dua element himpunan
yang memiliki bayangan yang sama. Dengan kata lain jika atau
adalah anggota himpunan , maka ( ) ≠ ( ) bilamana ≠ . Jika( ) = ( ) maka implikasinya = . Berikut ini mengilustrasikan fungsi
satu-satu (injektif).
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Gambar 2.5  Pemetaan Injektif
b. Fungsi  pada (surjektif)
Fungsi dikatakan pada (surjektif) jika setiap elemen himpunan
merupakan bayangan dari satu atau lebih elemen himpunan . Dengan kata
lain seluruh elemen merupakan jelajah dari . Fungsi disebut fungsi











Gambar 2.6 Pemetaan Surjektif
c. Fungsi  korespondensi satu-satu bijektif
Fungsi bijektif jika ia memenuhi fungsi injektif dan fungsi surjektif. setiap
anggota B mempuyai tepat satu pra-bayangan di A. Gambar  berikut ini
mengilustrasikan fungsi bijektif.
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Gambar 2.7 Pemetaan Bijektif
2.8 Pelabelan pada Graf
Pelabelan pada graf ini adalah sembarang pemetaan (fungsi) yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik dan sisi). Jika domain dari fungsi adalah
titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik. Jika domainnya adalah sisi, maka
disebut pelabelan sisi. Jika pelabelannya adalah titik dan sisi, maka disebut
pelabelan total.
Definisi 2.7 (W.D Wallis, 2000) Pelabelan pada graf G dengan himpunan titik
V(G) dan himpunan sisi E(G). Pelabelan total sisi ajaib (edge magic total
labeling) adalah suatu pemetaan pada  dari V(G)  E(G) ke himpunan
{1,2,…..|V(G)+ E(G)|} yang mempunyai sifat bahwa untuk setiap sisi {x,y} di G
berlaku:
(x) +( {x,y}) + (y)=k
untuk k adalah konstanta kemudian konstanta k disebut bilangan ajaib pada graf
G.
2.9 Pelabelan Super Sisi Ajaib
Pelabelan pada graf G dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Banyaknya titik di G adalah p, banyaknya sisi di G adalah q.
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Pelabelan total sisi ajaib pada graf G adalah pemetaan fungsi bijektif  dari
V(G)  E(G) ke himpunan {1,2,…..|p+ q|} yang mempunyai sifat bahwa untuk
setiap sisi {x,y} di G berlaku:
(x) +( {x,y}) + (y)=k
untuk k disebut bilangan ajaib pada graf.
Menurut Abdussakir (2009), pelabelan total sisi ajaib yang memetakan
himpunan
V={1,2,…p}
disebut pelabelan super sisi ajaib (super edge-magic labeling), graf yang dapat
dikenakan pelabelan sisi ajaib super disebut graf sisi super ajaib super.
Contoh 2.3:
Diberikan graf berikut dengan V(G)=(x,y,z) dan E(G)= (xy,yz,xz), dengan






Jika dipetakan  fungsi f dari V (G)  E (G) ke himpunan {1,2,3,4,5,6} sebagai
berikut.
II-10





Jadi fungsi f adalah pelabelan total sisi ajaib pada graf H sehingga kita bisa
membuat gambar baru di peroleh pelabelan total sisi ajaib
1
5 6
3              4 2
Gambar 2.10 Graf
Contoh 2.4:
Tunjukkan gambar di bawah ini adalah  pelabelan total super sisi ajaib  atau
















2 3 5 6
6                      1 5 3 4 2
(a) (b)
Gambar 2.11 (a) Pelabelan Total Sisi Ajaib, (b) Pelabelan Super Sisi Ajaib.
Jawab:
Gambar 2.11 (a)  adalah pelabelan total sisi ajaib, karena  jika dipetakan hasil
konstantanya adalah 12, keadaan seperti ini disebut pelabelan total sisi ajaib
(super edge total labeling) karena titik pemetaannya pada himpunan {4,5,6},
sedangkan pada gambar 2.11 (b) adalah pelabelan super sisi ajaib (super edge-
magic labeling). Karena titik dipetakan pada himpunan {1,2,3}.
Menurut Abdussakir (2005), bentuk graf ulat model “H” yang mempunyai
bentuk seperti gambar di bawah ini:
Gambar 2.12 Graf Ulat Model H
Graf ulat model “H” ini dilambangkan dengan nH .












Misalkan himpunan titik pada graf Hn adalah
( ) { }1 2 1 2 1 2 3 1 ,  ,  ,  , ,  ,  ,  ,  ,n n nV H x x y y v v v v v-= ¼
dan
( ) { }1 1 2 1 1 2 1 2 2 3 3 4 1 ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,n n n n nE H x v x v y v y v v v v v v v v v-= ¼
Jadi order V(Hn) adalah (n + 4) dan ukuran E(Hn) adalah (n + 3).
1. Untuk n genap, definisikan fungsi f dari ( ) ( )n nV H E HÈ ke himpunan
{ }1,  2,  3,  ,  2  7n¼ + sebagai berikut:
f(xi) = i, untuk i = 1, 2.




2  in , untuk i ganjil, 1  i  n.
f(vi) = 32
2 i , untuk i genap, 1  i  n.
f(xi,v1) = 2n – i + 8, untuk i = 1, 2.
f(yi,vn) = n – i + 7, untuk i = 1, 2.
f(vivi+1) = 2n – i + 6, untuk i = 1, 2, 3, …, n – 1.
Dengan demikian f adalah fungsi bijektif dan memetakan V(Hn) ke
himpunan titik {1, 2, 3, …, n + 4}. Selanjutnya,
a. Untuk sisi xi v1








b. Untuk sisi yi v1





c. Untuk sisi vi vi+1, i ganjil
f(vi) + f(vi vi+1) + f(vi+1) = ( 2
14
2






d. Untuk sisi vi vi+1, i genap
f(vi) + f(vi vi+1) + f(vi+1)  = ( 32














2. Untuk n ganjil, definisikan fungsi f dari ( ) ( )n nV H E HÈ ke himpunan {1,
2, 3, …, 2n + 7} sebagai berikut:
f(xi) = i, untuk i = 1, 2.
f(yi) = in  22
1





3  in , untuk i ganjil, 1  i  n.
f(vi) = 32
2 i , untuk i genap, 1  i  n.
f(xi v1) = 2n – i + 8, untuk i = 1, 2.
f(yi vn) = n – i + 7, untuk i = 1, 2.
f(vi vi+1) = 2n – i + 6, untuk i = 1, 2, 3, …, n – 1.
Dengan demikian f adalah fungsi bijektif dan memetakan V(Hn) ke
himpunan {1, 2, 3, …, n + 4}. Selanjutnya,
a. Untuk sisi xiv1







b. Untuk sisi yi vn
f(yi) + f(yi vn) + f(vn)  = ( in  22









c. Untuk sisi vivi+1, i ganjil
f(vi) + f(vi vi+1) + f(vi+1)  = ( 2
16
2








d. Untuk sisi vi vi+1, i genap
f(vi) + f(vi vi+1) + f(vi+1) = ( 32
















3.1 Metodologi Pelabelan Super  Sisi Ajaib
Metode penelitian yang digunakan pada tugas akhir ini adalah studi
pustaka dengan mempelajari literature-literature yang berhubungan dengan
pokok permasalahan yang akan dibahas pada tugas akhir ini. Adapun langkah-
langkah penulis pada tugas akhir ini untuk mencapai tujuan seperti yang
diinginkan adalah sebagai berikut:
1. Memahami terminologi graf.
2. Memahami pelabelan super sisi ajaib beserta contoh-contohnya.
3. Membentuk  himpunan titik dan sisi  pada graf ulat model “H” untuk n genap
dan n ganjil
4. Menentukan bilangan ajaib k graf ulat model “H” n genap dan n ganjil
5. Memberikan label graf ulat model “H” dengan n titik,
6. Mendapatkan hasil dari graf model “H ” yang telah dilabeli.
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Langkah-langkah metodologi penelitian di atas dapat digambarkan dalam
flowchart sebagai berikut:
Gambar 3.1 Flowchart Metode Penelitian
Mulai
Membentuk himpunan titik dan sisi
pada graf ulat untuk n genap dan n
ganjil
Mencari bilangan ajaib k untuk n
genap  untuk genap 5 11
2
nk  




pada graf ulat untuk




Bab ini akan membahas tentang bagaimana melakukan pelabelan super
sisi ajaib pada graf ulat model “H” dengan n titik, dimana n adalah bilangan asli
genap dan bilangan asli ganjil adalah pelabelan super sisi ajaib.Seperti yang telah
disebutkan sebelumnya, graf ulat model “H” dengan panjang n ditulis dengan nH .
4.1 Pelabelan Super Sisi Ajaib pada Graf Ulat nH , (n Bilangan Asli
Genap)
Graf ulat model nH dengan n bilangan asli genap mempunyai order (n +2)
dan ukuran (n + 1), jadi himpunan titik pada graf nH seperti pada Gambar 2.12 .
Mempunya himpunan titik yaitu
Himpunan sisinya adalah
1 1 2 1 1 2 1 2 2 3 3 4, ) , ) , ) , )( ) {( , ( , ( , ( , ( , ( , ( , , ( 1, ) , ) , ) , })n n n n nE H x v x v y v y v v v v v v v v v  
1. Untuk n = 2
Pelabelan super sisi ajaib pada graph ulat 2H , dengan anggota himpunan





Gambar 4.1 Graf  ulat  Model 2H
1 2 1 2 1 2 3( ) { , , , , , , , , }nV H x x y y v v v vn  
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Diketahui himpunan titik dan sisi dari graf ulat model “H” dengan 2n 
2 1 2 1 2 1 2( ) { , , , , , }V H x x y y v v dan
2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}E H x v x v y v y v v v








k   .
16k 
Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Sehingga diperoleh:
1( ) 1f x 
2( ) 2f x 
b. Titik ( )if y , untuk  1,  2.i  dengan ketentuan
    2if y n i  
Akan didapat :
1( )f y  2 52 1  
 2f y 2  2 2 6   












f v   
4
d. Titik ( )if v , untuk i genap , 1 i n  dengan ketentuan
Sehingga untuk ( )if v diperoleh:
  2 3
2i




( ) 2 3f v  
3
e. Sisi ( )
,i if x v , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1if x v  2 –  8n i 
Sehingga diperoleh :
1 1( , ) (2(2) 1)) 8 11f x v    
2 1( , ) (2(2) 2)) 8 10f x v    
f. Sisi  
, 1i if v v  , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1i if v v  = 2  –   6 n i 
Maka diperoleh:
1 2( , )f v v (2(2) 1)) 6 9   
g. Sisi
,
( )i nf y v , untuk 1, 2i  dengan ketentuan
,
( )i nf y v = n – i + 7
1 2( , ) (2 1) 7 8f y v    
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2 2( , ) (2 2) 7 7f y v    
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat






Gambar 4.2 Graf  ulat  Model 2H dengan k = 16
2. Untuk n = 4
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat 4 H dengan himpunan titik
{1, 2,3, 4,5,6,7,8} , 8 menyatakan banyaknya titik, seperti pada Gambar 4.3
berikut:
1x 1y
1v 2v 3v 4v
2x 2y
Gambar 4.3  Graf Ulat Model  4H
Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan 4n =
4 1 2 1 2 1 2 3 4( ) { , , , , , , , }V H x x y y v v v v dan
4 1 1 2 1 1 4 2 4 1 2 2 3 3 4( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}E H x v x v y v y v v v v v v v
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Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Maka diperoleh:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik ( )if y , untuk  1,  2.i  dengan ketentuan
    2if y n i  
Sehingga diperoleh:
1( ) (4 2 1) 7f y = + + =
2( ) (4 2 2) 8f y = + + =







( )1f v 4 2 1 142 2+=
- -+
5=
( )3f v 4 2 3 142 2+=
- -+
6=
d. Titik ( )if v , untuk i genap , 1 i n  dengan ketentuan
  2 3
2i
if v  
Sehingga didapat:
2( )f v 2 2 32=
- +
3=
4( )f v 4 2 32=
- +
4=
e. Sisi  
, 1if x v , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1if x v  2 –  8n i 
Maka diperoleh:
1 1 2(4)( , –1))) 8(f x v +=
15=
2 1 2(4( , ) –) 2)  8(f x v = +
14=
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f. Sisi  
, 1i if v v  , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1i if v v  = 2  –   6 n i 
Maka diperoleh sisi:
1 2 2(4) –( , )  1)(  6 f v v = +
13=
2 3 2(4) –( , )  2)(  6 f v v = +
12=




( )i nf y v 1 2( , )f y v , untuk 1, 2i  dengan ketentuan
,
( )  –   7i nf y v n i= +
Maka diperoleh:
1 4( , ) (  –  14 )  7f y v = +
10=
2 4( , ) (  –  24 )  7f y v = +
9=
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf




5 13 3 12 6 11 4
14 9
2 8
Gambar 4.4  Graf  Ulat Model 4H dengan k = 21
3. Untuk n = 6
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat 6 H dengan himpunan titik
{1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10} , 10 menyatakan banyaknya titik, seperti pada Gambar 4.5
berikut:
1x 1y
1v 2v 3v 4v 5v 6v
2x 2y
Gambar 4.5  Graf  Ulat Model 6H
Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan 6n =
6 1 2 1 2 1 2 3 4 5 6( ) { , , , , , , , , , }V H x x y y v v v v v v dan
6 1 1 2 1 1 6 2 6 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}E H x v x v y v y v v v v v v v v v v v
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Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Akan didapat titik:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik ( )if y , untuk  1,  2.i  dengan ketentuan
    2if y n i  
Akan didapat:
1( ) (6 2 1) 9f y = + + =
2( ) (6 2 2) 10f y = + + =






( )1 6 2 1 14 62 2f v
- -+ + ==
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( )3 6 2 3 142 2f v
- + += -
7=
( )5 6 2 5 142 2f v
- + += -
8=
d. Titik ( )if v , untuk i genap , 1 i n  dengan ketentuan
  2 3
2i















( ) 2 3f v - +=
5=
e. Sisi ( )
, iif x v , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
,i if x v  2 –  8n i 
Akan diperoleh:
1 1 2(6)( , –1))) 8(f x v +=
=19
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2 1 2(6( , ) –) 2)  8(f x v = +
18=
f. Sisi  
, 1i if v v  , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1i if v v  = 2  –   6 n i 
Sehingga diperoleh:
1 2 2(6) –( , )  1)(  6 f v v = +
17=
2 3 2(6) –( , )  2)(  6 f v v = +
16=
3 4 2(6) –( , )  3)(  6 f v v = +
15=
4 5 2(6) –( , )  4)(  6 f v v = +
14=
5 6 2(6) –( , )  5)(  6 f v v = +
13=
g. Sisi ( , )i if y v , untuk 1, 2i  dengan ketentuan
( )
,
  –   7i nf y v n i= +
Sehingga diperoleh:
1 6( , ) (  –  16 )  7f y v = +
12=
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2 4( , ) (  –  26 )  7f y v = +
11=
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat
model “H” dengan 6n  , akan diperlihatkan seperti Gambar 4.6 di bawah ini:
1 9
19 12
17 16 15 14 13
6 3 7 4 8 5
18 11
2 10
Gambar 4.6  Graf  Ulat Model 6H dengan k = 26
4. Untuk n = 8
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat 8 H dengan himpunan titik
{1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10,11,12} , 12 menyatakan banyaknya titik, seperti pada
Gambar 4.7 berikut:
1x 1y
1v 2v 3v 4v 5v 6v 7v 8v
2x 2y
Gambar 4.7 Graf  Ulat Model 8H
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Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan 8n =
8 1 2 1 2 1 2 3 4 5 6 7 8( ) { , , , , , , , , , , , }V H x x y y v v v v v v v v
dan
8 1 1 2 1 1 8 2 8 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}E H x v x v y v y v v v v v v v v v v v v v v v










Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Maka didapat:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik 1( )f y , untuk  1,  2.i  dengan ketentuan
    2if y n i  
Maka akan diperoleh:
1( ) (8 2 1) 11f y = + + =
2( ) (8 2 2) 12f y = + + =







( )1 8 2 1 142 2f v
- + += -
7=
( )3 8 2 3 142 2f v
- + += -
8=
( )5 8 2 5 142 2f v
- + += -
9=
( )7 8 2 7 142 2f v
- + += -
10=
d. Titik ( )if v , untuk i genap , 1 i n  dengan ketentuan
  2 3
2i





















( ) 2 3f v - +=
6=
e. Sisi ( )
, iif x v , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
,i if x v  2 –  8n i 
Maka didapat:
1 1 2(8)( , –1))) 8(f x v +=
23=
2 1 2(8( , ) –) 2)  8(f x v = +
22=
f. Sisi  
, 1i if v v  , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1i if v v  = 2  –   6 n i 
akan didapat:
1 2 2(8) –( , )  1)(  6 f v v = +
21=
2 3 2(8) –( , )  2)(  6 f v v = +
20=
3 4 2(8) –( , )  3)(  6 f v v = +
19=
4 5 2(8) –( , )  4)(  6 f v v = +
18=
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5 6 2(8) –( , )  5)(  6 f v v = +
17=
6 7 2(8) –( , )  5)(  6 f v v = +
= 16
7 8 2(8) –( , )  5)(  6 f v v = +
= 15
g. Sisi 1( , )if y v , untuk 1, 2i  dengan ketentuan
( )
,
  –   7i nf y v n i= +
Maka akan diperoleh:
1 8( , ) (  –  18 )  7f y v = +
= 14
2 8( , ) (  –  28 )  7f y v = +
= 13
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat
model “H” dengan 8n  , akan diperlihatkan seperti Gambar 4.8 di bawah ini:
1 11
23 14
21 20 19 18 17 16 15
7 3 8 4 9 5 10 6
22 13
2 12
Gambar 4.8 Graf  Ulat Model 8H dengan k = 31
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Dengan demikian dapat disimpulkan graf ulat model H untuk n bilangan asli
genap adalah pelabelan super sisi ajaib.
5. Untuk n = genap
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat  nH dengan himpunan titik seperti pada
gambar 2.12. Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan
n genap=
1 2 1 2 1 2 3 1( ) { , , , , , , ,..., , }n n nV H x x y y v v v v v
dan
1 1 2 1 1 8 2 8 1 2 2 3 3 4 1( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),..., , }n n nE H x v x v y v y v v v v v v v v v
Kemudian  mendapatkan bilangan angka ajaib graf ulat model “H” untuk




Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
akan didapat:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik 1( )f y , untuk  1,  2.i  dengan ketentuan
    2if y n i  
Maka didapat:
1( ) 2 1f y n= + +
3n= +
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2( ) 2 2f y n= + +
4n= +






( )1 2 1 142 2f v










( )3 2 3 142 2f v
n - -+ +=
2 4 1
2










( )1 2 ( 1) 142 2n
nf v n-
- - -+ +=
2 ( 1) 14
2 2









d. Titik ( )if v , untuk i genap , 1 i n  dengan ketentuan
  2 3
2i






















e. Sisi ( )
, iif x v , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
,i if x v  2 –  8n i 
Akan didapat:
1 1( , ) 2 –1  8f x v n= +
2 7n= +
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2 1( , ) 2 – 2  8f x v n= +
2 6n= +
f. Sisi  
, 1i if v v  , untuk i = 1, 2 dengan ketentuan
 
, 1i if v v  = 2  –   6 n i 
Maka didapat:
1 2 2  –  1  6( , )  f v v n +=
2 5n= +
2 3 2  –  2  6( , )  f v v n +=
2 4n= +
3 4( , )f v v 2  –  3  6 n= +
2 3n= +
1( ,  )i if v v + 2  – ( 1)  6n n - +=
2 7n n= - +
7n= +
g. Sisi 1( , )if y v , untuk 1, 2i  dengan ketentuan
( )
,
  –   7i nf y v n i= +
Maka diperoleh:
1( , )  –  1  7n nf y v = +
= 6n +
2( , )  –  2  7n nf y v = +
= 5n+
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Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat






n+ 2 5n+ 3 2 4n+ 8
2






Gambar 4.9 Graf Ulat dengan n = genap
Diketahui dari penyelesaian diatas untuk graf ulat model “H” n genap= didapat
konstansta ajaib 5 11
2
nk   . Dengan demikian graf ulat model “H” untuk n
bilangan asli genap adalah pelabelan super sisi ajaib.
4.2 Pelabelan Super Sisi Ajaib pada Graf Ulat nH ( n Bilangan Asli
Ganjil)
Graf ulat model nH dengan n bilangan asli ganjil mempunyai order
( 2)n+ dan ukuran ( 1)n+ , seperti pada Gambar 2.12 . Mempunya himpunan titik
yaitu
1 2 1 2 1 2 3( ) { , , , , , , , , }n nV H x x y y v v v v= ¼
dan himpunan sisinya yaitu
1 1 2 1 1 2 1 2 2 3 3 4, ) , ) , ) , )( ) {( , ( , ( , ( , ( , ( , ( , , ( 1, ) , ) , ) , })n n n n nE H x v x v y v y v v v v v v v v v  
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1. Untuk  3=
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat 3H dengan himpunan titik





Gambar 4.10 Graf ulat 3H
Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan 3n =
3 1 2 1 2 1 2 3( ) { , , , , , , }V H x x y y v v v
dan
3 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 3( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )( , )}E H x v x v y v y v v v v v










Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
IV- 23
a. Titik 1( )f x ,  untuk 1, 2i 
Maka didapat:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik ( ) if y ,untuk 1, 2i 




3 1 2 1)
2
(f y - + +=
4=
2
3 1 2 2)
2
(f y - + +=
5=
c. Titik 3 1( ) 6
2 2i
n if v - -= + + , untuk i ganjil,1 i n£ £ .
Maka didapat:
1
3 3 1 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
6=
3
3 3 3 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
7=
d. Titik 2( ) 3
2i




2 2( ) 3
2
f v -= +
3=
e. Sisi ( )1,   2 –  8if x v n i= + ,  untuk 1, 2i =
Maka didapat:
( )1 1,  (2(3) –1)  8f x v = +
13=
( )2 1,f x v (2(3) – 2)  8= +
12=
f. Sisi ( ),  –  7i nf y v n i= + , untuk 1, 2i =
Maka akan didapat:
( )1 3,  (3 –1)  7f y v = +
9=
`
( )2 3,  (3 – 2)  7f y v = +
8=
g. Sisi 1( )i if v v 2n – i + 6+ = , untuk  1,  2,  3,  , –  1i n= ¼
Akan diperoleh:
1 2( , ) (2(3) –  1)  6f v v = +
11=
2 3( , ) (2(3) –  2)  6f v v = +
10=
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Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf




6 11 3 10 7
12 8
2 5
Gambar 4.11 Graf ulat Model 3H dengan k = 21
2. Untuk = 5
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat 5H dengan himpunan titik
{1, 2,3, 4,5,6,7,8,9} , 9 menyatakan banyaknya titik, seperti pada Gambar 4.14
berikut:
1x 1y
1v 2v 3v 4v 5v
2x 2y
Gambar 4.12 Graf ulat Model 5H
Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan 5n =
5 1 2 1 2 1 2 3 4 5( ) { , , , , , , , , }V H x x y y v v v v v
dan
5 1 1 2 1 1 5 2 5 1 2 2 3 3 4 4 5( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , )}E H x v x v y v y v v v v v v v v v
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Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Maka diperoleh:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik ( ) if y ,untuk 1, 2i 
Maka diperoleh:
f(yi) = in  22
1
1
5 1 2 1)
2
(f y - + +=
5=
2
5 1 2 2)
2
(f y - + +=
6=
c. Titik 3 1( ) 6
2 2i




5 3 1 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
7=
3
5 3 3 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
8=
5
5 3 5 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
9=
d. Titik 2( ) 3
2i
if v -= + , untuk i genap, 1 i n£ £
Maka didapatkan:
2
2 2( ) 3
2
f v -= +
3=
4( )f v 4 2 32
-= +
4=
e. Sisi ( )1   2 –  8if x v n i= + ,  untuk 1, 2i =
Maka diperoleh:
( )1 1,f x v (2(5) –1)  8= +
17=
( )2 1,f x v (2(5) – 2)  8= +
16=
f. Sisi ( ),  –  7i nf y v n i= + , untuk 1, 2i =
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Maka akan didapatkan:
( )1 5,  (5 –1)  7f y v = +
11=
( )2 5,  (5 – 2)  7f y v = +
10=
g. Sisi 1( ) 2n – i + 6i if v v + = , untuk  1,  2,  3,  , –  1i n= ¼
Sehingga diperoleh:
1 2( , )f v v (2(5) –  1)  6= +
15=
2 3( , )f v v (2(5) –  2)  6= +
14=
3 4( , )f v v (2(5) –  3)  6= +
= 13
4 5( , ) (2(5) –  4)  6f v v = +
= 12
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat
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Gambar 4.13 Graf ulat Model 5H dengan k = 25
IV- 29
3. Untuk = 7
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat 7H dengan himpunan titik
{1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10,11} , 11 menyatakan banyaknya titik, seperti pada Gambar
4.16 berikut:
1x 1y
1v 2v 3v 4v 5v 6v 7v
2x 2y
Gambar 4.14 Graf Ulat Model 7H
Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan 7n =
7 1 2 1 2 1 2 3 4 5 6 7( ) { , , , , , , , , , , }V H x x y y v v v v v v v
dan
7 1 1 2 1 1 5 2 5 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}E H x v x v y v y v v v v v v v v v v v v v










Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
IV- 30
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Sehingga diperoleh:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
b. Titik ( ) if y ,untuk 1, 2i 
Akan didapatkan:
f(yi) 1 22
n i-= + +
1
7 1 2 1)
2
(f y - + +=
6=
2
7 1 2 2)
2
(f y - + +=
7=
c. Titik 3 1( ) 6
2 2i
n if v - -= + + , untuk i ganjil,1 i n£ £ .
Sehingga diperoleh:
1
7 3 1 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
8=
3
7 3 3 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
9=
5
7 3 5 1( ) 6
2 2




7 3 7 1( ) 6
2 2
f v - -= + +
11=
d. Titik 2( ) 3
2i
if v -= + , untuk i genap, 1 i n£ £
Sehingga diperoleh:
2
2 2( ) 3
2
f v -= +
3=
4
4 2( ) 3
2
f v -= +
4=
6
6 2( ) 3
2
f v -= +
= 5
e. Sisi ( )1   2 –  8if x v n i= + ,  untuk 1, 2i =
Sehingga didapatkan:
( )1 1,f x v (2(7) –1)  8= +
21=
( )2 1,  (2(7) – 2)  8f x v = +
20=
f. Sisi ( ),  –  7i nf y v n i= + , untuk 1, 2i =
Sehingga didapatkan:
( )1 7,  (7 –1)  7f y v = +
13=
IV- 32
( )2 7,  (7 – 2)  7f y v = +
12=
g. Sisi 1( ) 2n –  i  6i if v v + = + , untuk  1,  2,  3,  , –  1i n= ¼
Akan didapatkan:
1 2( , ) (2(7) –  1)  6f v v = +
19=
2 3( , ) (2(7) –  2)  6f v v = +
18=
3 4( , ) (2(7) –  3)  6f v v = +
= 17
4 5( , ) (2(7) –  4)  6f v v = +
= 16
5 6( , ) (2(7) –  5)  6f v v = +
= 15
6 7( , ) (2(7) –  6)  6f v v = +
= 14
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat




8 19 3 18 9 17 4 16 10 15 5 14 11
20 12
2 7
Gambar 4.15 Graf ulat Model 7H dengan k = 30
4. Untuk = ganjil
Pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat  nH dengan himpunan titik seperti pada
gambar 2.12. Diketahui himpunan titik dan sisi pada graf ulat model “H” dengan
n ganjil=
1 2 1 2 1 2 3 1( ) { , , , , , , ,..., , }n n nV H x x y y v v v v v
dan
1 1 2 1 1 8 2 8 1 2 2 3 3 4 1( ) {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),..., , }n n nE H x v x v y v y v v v v v v v v v
Kemudian  mendapatkan bilangan angka ajaib graf ulat model “H” untuk
n ganjil adalah sebagai berikut
5( 1) 15 
2
nk -= +
Jika pelabelan super sisi ajaib tersebut adalah fungsi f, maka diperoleh bahwa:
a. Titik ( )if x ,  untuk 1, 2i 
Maka:
1( ) 1f x =
2( ) 2f x =
IV- 34
b. Titik ( ) if y ,untuk 1, 2i 
Maka diperoleh:
f(yi) 1 22


















c. Titik 3 1( ) 6
2 2i
n if v - -= + + , untuk i ganjil,1 i n£ £ .
Maka didapat:
1( )f v 3 1 162 2











3( )f v 3 3 162 2











( )nf v 3 162 2
n i- -= + +
3 16
2 2




2 6n= - +
4n= +
d. Titik 2( ) 3
2i
if v -= + , untuk i genap, 1 i n£ £
Sehingga didapatkan:
2( )f v 2 2 32
-= +
3=
4( )f v 4 2 32
-= +
4=
1( )nf v - ( 1) 2 32







e. Sisi ( )1   2 –  8if x v n i= + ,  untuk 1, 2i =
Maka didapat:
IV- 36
( )1 1,  2 –1  8f x v n= +
2 7n= +
( )2 1,  2n – 2  8f x v = +
2 6n= +
f. Sisi ( ),  –  7i nf y v n i= + , untuk 1, 2i =
Maka akan diperoleh:
( )1 7,  –1  7f y v n= +
6n= +
( )2 7,  – 2  7f y v n= +
5n= +
g. Sisi 1( ) 2 –  i  6i if v v n+ = + , untuk  1,  2,  3,  , –  1i n= ¼
Maka diperoleh:
1 2( , ) 2  –  1  6f v v n= +
2 5n= +
2 3( , ) 2  –  2  6f v v n= +
2 4n= +
3 4( , ) 2 3 6f v v n= - +
= 2 3n+
1( , ) 2  – ( 1)  6i if v v n n+ = - +
7n= +
IV- 37
Dengan demikian setiap titik dan sisi telah didapat pelabelannya pada graf ulat








n  2 5n+ 3 2 4n+ 11
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Gambar 4.16 Graf Ulat dengan n = ganjil
Diketahui dari penyelesaian di atas untuk graf ulat model “H” n ganjil= didapat
konstansta ajaib 5( 1) 15 
2
nk -= + . Dengan demikian graf ulat model “H” untuk n




Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab IV maka dapat diambil
kesimpulan bahwa graf ulat model “H” dengan n titik, mempunyai himpunan
titik ( 4n+ ) dan himpunan sisi ( 3n+ ). Selanjutnya melabeli graf ulat model “H”
yang telah didapatkan konstanta ajaibnya dan himpunan titik dan sisinya.
Konstansta ajaib graf ulat model “H” dengan n titik adalah sebagai berikut:




Graf ulat model “H” untuk 2n = mempunyai konstanta ajaib 16k = ,
4n = mempunyai konstanta ajaib 21k = , 6n = mempunyai konstanta
ajaib 26k = , dan 8n = mempunyai konstanta ajaib 31.k =




Graf ulat model “H” untuk 3n = mempunyai konstanta ajaib 21k = ,
5n = mempunyai konstanta ajaib 25k = , 7n = mempunyai konstanta
ajaib 30k = .
Dengan demikian graf ulat model “H” dengan n titik dapat dilabeli dan graf ulat
model “H” adalah pelabelan super sisi ajaib.
V-2
5.2 Saran
Tugas akhir ini membahas tetang pelabelan super sisi ajaib pada graf ulat
model “H”. kepada pembaca khususnya jurusan matematika yang tertarik
melanjutkan tugas akhir ini, penulis sarankan membahas  pelabelan super sisi
pada graf ulat model lainnya.
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